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tragen;um dicses Image zu verbessern?
Es gibt zwel mdgliche Ansgatzpunkte:

(1) "der Qtoff": Oft unterrichten wir Mathematik als Fertigprodult

Freudenthal hat das mit seiner Interpretation
des Sprichwortes "Quod licet Jovi non licet bovi'
vielleicht iiberspitzt aber treffend ausgedriickt:
Ich Jupiter (Lehrbuchautor oder Lehrer) habe die
Welt fiir den Schiiller mathematisch geordnet,
warum soll er,der Ochse,da noch einmal von vorne
anfangen?
Beschidftigt man sich mit der Geschichte der Mathematik,
so mul man feststellen, daf der Satz "Im Anfang war das
Axiom" nur in den seltensten Fillen richtig ist.
Anfangspunkt ist vielmehr h&ufig ein nichtmathematisches
Problem. Die Mathematik so0ll Methoden entwickeln,um
dieses Problem oder verwandte Probleme zu l6sen,
Der nidchste Schritt ist der Versuch einer genaueren
Begriindung der entwickelten Methoden.
Im Zuge der Begriindung wird es dann notwendig, die
grundlegenden Begriffe, die anfangs oft ziemlich unschart
formuliert wurden, Rritisch zu hinterfragen.

(2) der Schiiler: Beim Studium des Lehrplanes konzentriert man sich
oft auf die Lehrziele, d4.h. wir frasen:
Welche Stoffinhalte sollen wir dep Schiiler lehren




Genauso wichtig ist aber die Frage nach den Lernzielen:
Was 801l und was kann der Schiller lernen?
Zine grobe Yinteilung dieser Zielsetzungen sicht etwa
folgendermaflen aus:
1) Kenntnisse von Sachverhalten, Gesetzen, Sitzen .
2) Intsllektuelle Techniken (Kenninisse von Ver-
fahrensregeln)
3) Xognitive Strategien (allgemeine intellektuells
Haltungen und Fdhigkeiten)
a) Argumentieren
b) Sich kreativ verhalten
¢) Mathematisiersn

Gerade auf den Punkt 3) wird oft zuwenig geachtet.

Interpretiert man aber "LERNEN" als eine ERWEITERUNG

des BILDES der WIRKLICHKEIT,s0 ergivt sich deraus
einergeits die Notwendigkeit, gerade diese Fdhigkeiten

im Mathematikunterricht zu fdrdern und sndererseits miillte
es eine starke Motivation sein, wenn man als Ausgangs-
punkt eines Problems Jjenes Bild der Wirklichkeit nimmt,
das sich der Schiiler angseignet hat. '

Wenn man die vorherige Beschreibung der Arbeitsweise

der Mathematik und diese Definition des Lernens akzeptiert,
miBte man mit Piaget iibereinstimmen, der die Thesge
aufgestellt hat, daB bei der Genese des Wissens in den
Wissenschaften und im Individuum die gleichen Mechaniamen
maBgebend aind.

Jene Methode, die diesem Mechanismus am besten Rechnung trigt, ist
die

GENETISCHE METHODE

Da man sie als Vereinigung vieler didaktischer Prinzipien auffaasen
kann (Operatives Prinzip, Heuristisches Prinzip, Prinzip der
Stabilisierung, Redundanzprlnzip, Prinzip der AltersgemdBheit,
Spiralprinzip, usw.), ist a3 ‘schwer, in Xurzen Worten das Wesentliche
dieser Methode zu erfassen., Ich mochte das Srich Wittmann iberlassen,
ir schreibt: Eine Darstellung einer mathematischen Theorie heifit
genetisch, wenn sie an den natiirlichen erkenntnis-
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theoretischen Prozessen der Erschaffung und Anwendung

von Mathematik asugsgerichtet ist. Entsprechend der

Patsache, def sich Theorien in den exakten Wissen-

achaften bei der Untersuchung wnon Problemen durch

Verfeinerung primitiver Vorformen entwickeln, kann

man die genetische Darstellung durch folgende Markmale

charakterisieren:

1) AnschluB8 an das Verstiindnig des Adressaten

2) Einbettung der lherlegungen in gréfBers ganzheit-
lichs Problemkontexte auBerhaldb oder innerhalb der
Mathematik

3) Zuldssigkeit einer informellen RBinfithrung wvon
Begritfen aus dem Kontext heraus

4) Hinfithrung zu strengsn berlezungen iiber intuitive
und heuristische Angétza, durchgehende Motivation
und Kontinuitédt

5) Wihrend des Voranschreitens allmihliche Erweiterung
des Gesichtskreises und entsprechende Standpunkt-
verlagerung

Die Exponential- und Logarithmusfunktion

Diese Funktionen eignen sich besonders gut als Beiapiasl fiir die
genetische Methode:

Wachgtums— und Zerfallsprozesse oder allgemeins dynamische
Prozesse, die sich in Raum und Zeit entwickeln, sind fiir viele
Anwendungsbereiche von grofler Bedsutung, Die sie beachreibenden
Funktionen zihlen neben der linearsn Punktion zu den wichtigsten
behandelten Funktionen,

Mit Hilfe der verbal gefaflten Eigenschaften der Exponentialfunktion
konnen bereits in der Unterstufe wlchtige Anwendungsgebiete
erschlossen werden. Hilfamittel gind dabei die Wartetabelle, der
Taschenrechner und die graphischa Daratellung,

Ein so frither Zugang ist natiirlich nur unter Ausgliederung von
Definitions~ und Existenzproblemen méglich.

Wesentlich ist auch, da8 der Vorschlsg kein "Hineinstopfen" von
neuem Stoff erfordert, sondern nur eine neue Sichtweige,

Sl Tl e
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Tab (1) KLASSE ZEITPUNNKTS WACHSTUMSFAKT: | BEVORZ.,BASIS

Re Us %, dquidistant 2 bzw. ration, s
Desg. 1 + Wgﬁ
5. u. 6.| Dbaliabig belisbig 2, 1+ yb5 ©
7+ ue. 8.4 Dbolisbig beliebig 2
é;“wﬂ'ﬂﬂ'
Berp Lehpst @wg Potenzen, Rechnen mit dem Taschenrechner,
Beigpiel (1 Die von giner Wasserpflanze (oder Algenwachatum Dzw.
andere Formen von Umnweltverschautzungen ) bsndtigte Fliche

verdoppelt sich tdglich, Nach wieviel Tagsn ist die HEL
gines Seeg von der Grdfe 1 ha bedeckt, nach wisviel

der ganza See?

T agen

Tab (2) Datum | Fliche (dm®)
oo e ;}2*- -]
3 Tagel 2. y 2 3
weiteg‘ 3, #} 7
- »
liO Tage 5 16 « 1024
weiterp . 32
7 &l
8. 128
9% 256
10, 512
[ i ﬂOZu‘t\
120 2048 ~

Aug dieser Tabelle sollen die Grundeigenschaften des sxponentiellen
Wachstums abgelesen werdsn:
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GRUNDEIGENSCHAFTZ : Zu gleichlangen Zeiten gehdrt der
gleiche Wachstumsfaktor.

chon auf dieser Stufe kann men darauf hinweigen, daB das Wachstum
stetig ist und daB nur die Beschreibung sprunghaft ist,.

Beispiel (2): Die bekannte "Schachbrettsufgabe®

Bei der Bratellung der Wertetabelle kann eine Faustregel, die
aus der Taballe (2) hergeleitet werden kann, verwendet werden:
" 40 Schritte weiter hsaiBSt vertausendfachen”

Tab (3) Feld Nr. | Ungefihre Anzahl der Kérner
10 Felder s !
weiter 11 1 000
.21 1 000 000

31 1 000 000 000

44 1 000 000 000 000

b1 41 000 000 000 000 000
32 Felder r’61 4 000 000 000 000 000 COO
weiter I gn 3 000 000 00C 000 00C 000

Natiirlich kann men das Ergebnis auch direkt mit dem Taschenrechner
bekommen, nur kenn man sich unter dieser Zahl in exponentieller
Schreibweise noch weniger vorstellen. Unter Reriickgichtigung
der "ensktiven Phage", in der sich die Schiiler noch befinden,
kxénnte man sogar mit reellen Kérnern arbeiten, sie zdhlen und
dann wigen. Die Tatsache, daB such das bald nicht mehr ausfiihrs=
par ist, kenn man als Modell fiir die Begrenztheit unseres
Lebensraumes avffassen. Die grafe Zahl kann man etwa durch folgende
Frage veranschaulichen: Wis lange miiBte ein Zug smein, der die
Wdeizenmenge, die auf dem &4, Peld liegt, transportieren kdnnte ?
74 bedenken wire auch, daB das exponentielle Wachstum der
Mengen auf den einzelnen Faldern untersucht wird und nicht die
Gesamtzahl der Weizenkérner,

Weitere Beispisle : Anzahl von Binzellern bei sukzessiver Teilung,

Dicke von Papier bel sukzessivem Falten, Anzahl der Vorfahren,'

Ausbreitung eines Geriichts.
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Der Lehrstoff: Aktivierung des Bruch- und Prozentrechnens,

um die trozentrechnung und gleichzeitig die sxponentiellen Wachse

tumsprobleme zu wiederholen,verwendet man noch einmal das Beispiel
der VWasserpflanze:
~

Beispiel (1): Wieviel Prozent der Seefléche sind jeweils noch frei ?

Tab (4) Datum freier Anteil
s 99, 9%
12, 99,8%
13, 99, 6%
14, 99,2%
15 98, 4%
16. 96,9%
17 93,7%
18. 87,5%
19, 75 %
20, 50 %
21. 0 %

Ergebnis: Selbst am drittletzten Tag ist der See im wssentlichen
noch frei. Das heiflt, man erkennt die Xatastrophe relativ apit.
Man gollte sich also besser um den "vernachlissigbaren” bedeckten
Teil des Sees bzw. um das Wachstumsverhalten kiimmern,

Eine wichtige Epkenntnis, durch die das Verstindnis Cfiir
Prozentrechnungsaufgaben wesentlich verbessert wird, ist folgende:
Prozentangaban haben multiplikativen Charakter (leider muf auch

beim Taschenrechner "+p®" eingegeben werden )

Tab (5) + D % . (1 +uﬁ%09
+ 5 % ° 1v05
+18 % e 1,18
+30 % .« 1,30
+100 % ® 2’00
- 5 % » 0’95
=20 % . 0,80

Ubersetzungsregel:Wdchst um p ¥ bedsutet: multipliziere

mit (1 + "780)
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Der Schiiler sollte an passenden Beispielen auch erkennen, daB
ayacheen um p % und dann um q % " nicht bedentet "Wachsen um
(p+q) # ". Diese Beisplele sollten such dem "Proportionalitétss
irrglauben'entgegenwirken, dep durch die Aufrabenstellung in den

Untpetufenbiichern sehr gefirdert wird,

Beigpiel (2): Bine Sakterienkultur wichst um 25% je Stunde,
( Ny = 1000 ) Wieviel Bakterien zdhlt man nach 2,3,10 Stunden?
fei der Srstsllung der Wertetabelle spiel: der Taschenrechner

eine wichtige Rolle.
ruch Zerfallsprozesse kénnen schon behandelt werden:

eigpie s Rine zerfallende Substanz nimamt um 294 je Stunde ab,
Gesucht ist die Halbwertszeit, 4. h. Jene Zeit, nach der
nur die Hdlfte der Substanz vorhanden ist.

Tab (6) Zeitpunkt | Substanzmenge
Mo 1dﬁff 200 mg
1 194
13 182,5
i 177,
Di 8" 182,3
9 99,3%

Ergebnig: Die Halbwertszeit betrigt etwa 23 Stunden.

Mit Hilfe der Ualbwertszeit kann man folgende-iufgabe wesentlich
schneller l0sen:
Beispiel (4) : Nach wieviel Stunden ( Tagen ) ist weniger als
1 mg der Substanz vorhanden?
( 'albwertszeit bedeutet Wachstumsfaktmr-%-)

Tab (7) Zeitpunkt | Substanzmenge _
23h] (Mo 16" 200 mg J'lfl
Di Y 100 12
Mi 3 50
Do % 2
Mo 3 ;1,8
Di 2 0,8




Weiters Beispiels mit prozentualen Wachstumafaktoren:
Kepitalverzinsung, Inflationsrate,Wachstum von Organismen,
Durchgang von Licht durch eine absorbierende Substanz,uasw,

Durch die Erstellung der zugehdrigen Wachstumstabellen kenn man

zu einer Verallgewelnerung der Grundregael .I kommen:

GRUNDREGEL T a 3 Zur n-fachen Zeit gehirt die n-ts Potenz dos
e
Wachstumsfaktors.

Bine weitepre Faustregsl, dis bdel Uberschlagsrechnungsn gut
brauchbar ist, kann durch folgende. Aufgabs gefunden werden:

Beispiel (5): Wie hingt die Verdopplungszelt von der Wachstumse

raté ab ?
Tab(8
Wachstumsrate - Jerdopplungszeit p.d
p~ Je Schritt d in Schritten ‘
1% - 70 vQ
2% 35 ‘70
3% 23 59
5% : 14 70
75 - 10 20
10% 7 79
20% 4 | 80
50% 2 100

Aus dieser Tabslle kann man erstena folgende Vermutung ablesen:

_p.mal d-Regel: Fiir O £ lpf £10 gilt: p.d=70

(in der 5, Xlasse kann man diese Vermubung auch baegriinden)

Zweitens sollte man aber dis Lehre daraus ziehen, daf man aus ,
den ersten Zeilen nicht achlisfen darf, daB die Regel immer gilt.
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Lehrstoff: Punkiionenj Graphische Darstellumg von Wachstumsfunktionen

Der Hodellcharsktsr kommt besonders zua Ausdruck, wenn die Anwendung
*nicht so genau stimmi™, d.h. wenn sich ais Hirklichkelt anders

serndlt, als ihr auf Gruad der sathematlschen Begchrsibung zukims.
Die bisherigs "sprungnhafte® Beachreibung von Facl hgtungfunktionen
silrde eigentlich eine  Trsppenfunkiiocn srgsioen.
Daraus ergibt sich die Frages:

"Haben Bakterien sina Uhr?™® cder let das Devll

*

xerungswachstunm

aprunghait?

Yerguch einer Intervolaticn
Beispiel: Bevilkerungswachatua

Tab (9) - -
kel 2 Jahr Bevdlkerungszahl ( in Milliarden )
1972 3,8
16 <: X
32 Jahr 1988 4 .2
weiter -
e 5.
2004 7,6

Frage: Die Bevilkerung der BErde verdoppelt sich jJaweils mnach
32 Jahren. Im Jahre 13972 waran es 3,8 Milliardan Mensachen.
Wie groB wird die Bevdlkerungszahl 16 Jahre apdter sain,
also im Jahre 19887

Proportionalitétsdenk er sagen:™ uvam 1,9 Milliarden mehz

Brinnert man sich an die Grundregeln
I und a so miiBte fir den gesuchien WHachstumsfaktor x
folgendes geltens x2 a 2
b 4 = "{-2-'

x e 1,474

Nun kenn man die Tabella 9 vervollstlndigen,
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GRUNDREGEL

IIb Zur halben Zeit gsehirt immar die Quadratwurzel des
Wachstumsfaktors

- fe S B sia eee e e evee e ABd b Bmms ae e iR s B

Damit ist die Rechifartigung fir das Durchzishen dss Graphen gegeben|
Aus IIb folgt: Pilr 8 Jahrs Wachstumsfaktor

YV§‘¢= 1,414 = 1,189

filr 4 Jahre

\lr@zm@-’z 1,060

Allgemein: Halbierung: heift: Wachstumafalctor radisziaren

N

Mid |

[V} 4

1930 0 70 S0 90 00010 20 30 30 m Che.

BURSY | N 3 g  §
16 J. 163, 164

Damit ist auf ainer dicht lisgsnden Lﬁ@n.gfa von Zeitpunkten aine
Funktion definiert wslche dis Grundeigenschaft I hat und

monoton iat . ( {;\' >1 Y asi x

ya'<£1 Y azi ) 5

Wir nennen nun jede monotons Punktion, dia dis Bigenschaft I

BEXPONENTIELI.E WACHSTUMSFUNKTION j

Man kommt laicht zur {iberzeugung

Sind 2 Zeitpunkts mit vonainander verschiedenen {positiven)
Funktionswerten gegeben, so zehBrt dazu Zenau sine Wachstums-
funktion, dis fir allas Zsitpunkts definiert ist.

Diese nimmt alle positiven Warte an.
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Oder in der Ausdrucksweise der Koordinatenebens formuliert

Durch j& zwel Punkte der oberen Halbebene die auf keiner
Parallelsn zu den Achsen liagen gsht zenau sine sexponentiells
Wachstumsfunktion R—+RY, Disse iat bijektiv,

Dabel werden 3tellen und Werte als reslls Zeshlen aufgsfalt,
trotzdem sprechen wir von Zaitpunkten.

Digger Sachverhalt ist durch dazas Vorstshends weitgshend
begrindet, aber noch nicht vollstdndiz bewissen.

fenausres Eingehen auf den axiomatischen Weg ist auf diasser
Stufs nicht sielftihrend.

Garads das Bevilkerungswachstum kann als gutes Beispiel filr die
Grenzsn des Wachstums genommsy werden., Betrachie: man das Problem
admlich in-‘historischer Sichi, so erkennt man, daB die Erdbevilkarung
selt Christi Geburt sogar ilbersxponesntiell wiichst.

-7

8
8
g
&
g
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Ab Christi Geburt dsuerte es mehr als 16 Jahrhunderts bis sich die
Erdbevbtlkarung verdoppelte (vun 200 bis 200 Hillionen =uf 500 ¥ ),
Dis aHichste Verdoppelungsseit war 200 Jahre (auf 1 ¥illiards). Dis
nHchste Killiarde kam nach 100 Jahrsn dazu und hesute halten wir
bel einer Verdoppelungszeit von 312 Jahren.
Es ist klar, daB ein solches undifferenziertss Wachstum (egal ob
fiberexponentiall oder sxponantisll) nicht unbeschrinkt anhaltzan
kann, .
Um de2n Schillern das drasitisch vor Augen su fihren 1lMsst men folgende
Beispiel rechnens
Nach wievial Jahren wHre bel ainer Verdopplungszeit von 32 Jahren
die Masse der Erdbewchner gr&fsr als die Nasse unseres "Raum~
schiffes" Erde?

Dis 2inzig mBgliche Bntwicklung ist dis, 2aB die Phese des undiffere

zlerten Wéchstums abgeliat wird von einer Art organischem Waechstunm,

anders ausgedrilckt: Es ist ain Ubergang vom Wachstum zum Gleichgewic
notwendig. Modelle fiir diese. Art von Wachstum
kénnen erst in der 8, Klasse behandelt werden,

Schon auf dieser Stufe sollts man den Schiller auf die Gefahren
der mathematischen Nodellbildung hinweisens
Es wHre falsch, dis rsale Wslt, die durch dieses Modell beschriel,
werden s0ll, mit dem Modell zu identifizisren, Bs wird ja auch
nismand eine Lendkarte mit der Lendschaft verwschseln. Nur die
wichtigsten Bigenschaften, dis wir unterauehag\hab@n_im Modell
abstrakte Cegenstiicke, Was wir herBait@m?sind Eigenschaften des
Modells und nicht der Wirklichkeit. Danach erat wardsn die
Folrerungen in die Wirklichkeit zuriickinterpretiert. Wenn das
Modell brauchbhar 1e§fmu3 23 bekannte Erscheinungen erkl¥ren
und neue voraussagen kinnen

Unser Modell ist nur bei Prozessen ohns Gedkchtnis, ohne Altern
oder AbnUtzung, ohne Unterstitzung oder Reshinderung der Individue
anwendbar,
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62 KLASSE

Lebrgtoff: Binfithrung der Exponential- und Logarithmusfunktion,

Yoraussetzungen: Man kann auf die Grundregeln I, IIa und IIb
zuriickgreifen. AuBerdem 30llte man vorher das Kapitel
" Geometrische Folge ™ behandeln, sowie das Rechnen mit
Potenzen iiber der Exponentenmengs Q.

den Lshrex ,z eikles Xapitel iat die Zrwelterung
der Definition der Potenzen auf reelle Exponenten,

Schon die Dehandlung der reellen Zahlen macht Approximationsgs
prozesse notig, die mit Hilfs des Tashenrec coners dea Schiiler
plausibel gemacht werden kdnnen. Am beaten wird diese Problematik
durch einsn Satz charakterisiert, den ich einem Skriptum von
Prof R, ﬁischer entnommen habe:

! Der Schritt zur reellen Zahl besteht darin, daB8 die Mogliche
keit , den Approximationaprozes beliebig lange, gut und
genau auszufihren, zur Zahl erkldrt wird,

So wie die irrationale Zahl ala Grenzwert einer Folge von rationalen
Zahlen eingefiihrt wird ( %Ef;?h“'ﬂ( firp cggQ ), erscheint es

sinnvoll,zu definieren: o }'im aan' %&Q

Nach diesger Erweiterung des Potenzbegriflfes kann man die
Grundregeln ITa und IIb zu einer Regel zusammenfassen:

GRUNDREGEL II : Fir alle v aus R gilt:
Zur r-fachen Zeiy gehdrt die r-te Potensz des
Wachstumsfaktors.

Damit hat man aber schon die verbale Pormulierung der Definition
der Exponentialfunktion, aus der sich ergibt:

FINITICN: Reelle Funktionen ait sinerp Zucrdnungsvorschrift der

Gestalt f: X pwcear (a»..R+ ) heiBen
SBXPONENTI SAPONENTIAT FUNKTIONEN

Was dann folgt, ist Routinearbeit,die man in ;edem Lehrbuch findet,
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Im Rahmen dieses Lehrganges wiire es wichtig, die in den voranges=
sangenen Jahren behandelten Wachstumsprobleme zu wiederholen und
die zugehdrigen Funktionsgleichungen aufzustellen.

Bei den Bigenschaften der Exponentialfunktion sollte man
unter anderem das besonders starke Wachsen dieser Funktionen
deutlich machen:

Beigpiel: Vergleiche die lineare Funktion f:x +=»10.x mit der
BExponentialfunktion gxxk+'1.1x. Suche mit dem TR

4.
4 x,s0, daB g(xo) ;f(xo) !
K'—?’O.x
Mit dem TR ergibt sich:
Fir x 69 gilt:
Xy 11' ( )Ozf 9 f
o P s 3 e = g(xy) & £(x,) .
p) > x
Einfiihrung der Logarithmusfunktion

Zuest sollte man sich iiberlegen, welche Grundaufgaben bis hieher

losbar sind:

Gegeben: y - c.a¥

Gegeben Gesucht Losung
CyayX y y = c.aX
VsdyX c c = yo.a X
FyCoX a a = é%)
¥98,C x ?

— e - e s e

Mit dem Taschenrechner kann man diese Aufgabe ndherungsweise
schon seit der 4, Klasse ldsen

Beispiel: Wachstum einer Bakterienkultur: N(t) = 104.1,2t {tinh )

Gesucht ist Jene Zeit t, wo N(t) = 105 ist,

102 = 10%,1,2%  ® 10 = 1,2%

Verallgemeinert man das Problem, 30 ergibt sich die Aufgabe:

Lése die Gleichung a* = b a,b & r* a$

st

R

R SR

-

N

oo




Li8t man den Schiiler formulieren, was hier gesucht ist, s0

bekommt man folgende Definition:

x ist jensr Potenzexponent, mit dem dile Bagls a potenzisrt werden
puB, um b ( den Numerus ) zu erhalten.

Also : x = %logb

Danach muB das Hechnen mit Logarithmen ausfilhrlich geiibt werden.
Yag milgsen sber nicht unbedingt sinnloss Beisplele sein, Man kann
dazu die bisher ungelBaten Beispisle aus dem Kapitel exponentiells
Wachgtumsfunktionen verwenden, stwa

o 10 000 ,
Beigpiel: ¥y & ————7r Gesucht: x

Wwill man zeigen, daB man nur mit einer Basis suskommt, mul man
folgenden Satz behandeln:

Satz:Fir alle a,be k"~ {1} undaer* gile:

(%

1

By “log
log b

blog o =

Um die_Dgmerithmusfunktion ala Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
behandeln zu kinnen, muB man zuerst die Eigenachaften der
wxpunentialiunktion wiederholeng

Die Injektivitidt ksnn mit der strengen Monotonie erklért werden.
Die Surjektivitit kann mit Hife von Intervallschachtelungen durch
den TR plausibel gemacht werden.

Auch wenn man heute nicht mehr mit Logarithmenbiichern rechnet
( oder gerade deshaldb ), sollte man die Bedeutung des Logarithmus
£iir das numerische Rechnen unterstreichen, AuBerdem findet man
fiir den in der S5, Klagse im Lehrplan stehenden Igomorphiebepriff
sowieso zuwenig Anwendungsbereiche.
Schon bei diegem Xapitel verwendet man Punktionalgleichungen.
Bine wichtige Eigenschaft der Funktion £: x» at iat:

£(a+db) = £(a).£(b)
Die Abbildung f ist ein Isocmorphismus von der Struktur ( R,+ )
nach der Struktur ( RY, . )y
Die Umkehrabbildung £ : XPﬂ'alﬂg x ist ein Isomorphismus der
struktur ( R, . ) nach der Struktur ( R, + ):

log(a.b) = log a + log b




- 56

Die Zahl e, die Funktionen x—se* und xX+»ln x

Die Meinungen iber die Einfiilhrung der Zashl e gehen unter den
Lehrern auseinander. ‘

Die einen sagen, eine innermathematische Motivation sei erst auf
Grund der Ableitungseigenschaften (8.Klasss) gegeben und man komme
Ja mit einer Basis aus (siehe Satz s ).

Die anderen meinen, die " stetige Kapitalisierung "w#re fiir den
Schiller eine bessere Motivation. Der Streit wurde durch den Lehrs=
plan entschieden: e ist in der 6. Xlasse einzufiihren |

Beigpiel: Ein Kapital X wurde zu p® Zinsen angelegt. Wie hoch ist
das Kapital am Ende des ersten Jahres, wenn.die Zinsen
Jeweils nach a) 1 , b) 1/2 , ¢) 1/3, d4)1/n desJahres
zum Kapital geschlagen werden 7

a) K, = K61 + Tgb) setzt man 185-- ) so ergibt sich:
b) Ky /p = K(1 + 2

23
¢c) K -K(1+3)

173
) Kppp = K1+ P

Frape: Was passiert, wenn die Zinsperioden immer kiirzer gewsdhlt
werden, also wenn n-ve 7

D.h. existiert 1lim(1 + %Jn

n-»co
Um zur Zghl e als Grenzwert von (1 +u%0n zu kommen stdrt A .
Deshalb nimmt man voriibergehend an,daB p = 100% ist also M= 1
(Begriinung: Wucherer oder momentene Zinssituation ).
Mit dem TR lassen sich sehr gute Niherungswerte fiir e erzielen.

Wenn man viel Zeit hat (was bei der Stoffiille in der 6. XKlasse sehr

unwahrgcheinlich ist z,kﬁnnte man auch beweisen, dafl die zugehdrire
Folge streng monoton ist und da8 3 obere Schranke ist, wit anderen
Worten, daB der Grenzwert existiert,

e
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Wir beliebige Werte fiir A @rgibt sich'

7.4 Yanshter wHra  Aafl Adew Mhaereoeng von devr spmmechaften zur atetigen

Doestosihme Jan Wechatumg hareita durch dean hergang von der

e

Definitionsrenge N zur Definitionamenge R erfolgt iat, Damit hat

Aor "harezang von der jehrlichen 7ur stetigen Verzinagung nichts

271 tun, sondern es handelt gich hier nur wm den Zugang zu einer
apeziellen Basis.

Tm den ntergchied zwiaschen d=2n verschledenen Arten der Vera
zinsung klasr zu machen, sollteman such die Graphen skizzieren
bzw Tabellen anfertigen:

Beispiel: K = 10 000, A= 0,08

. ' x " Ax
Tab(11) % K, = K0(1 + A) Ke = K oo

1 10 800 10 832
5 14 693 14 918
10 21 589 22 255
100 21 997 613 29 809 580

- f\'(—‘}?;‘ﬁ E a4
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Was_steht_zu_diesem_Thema_im_Lehrplan?
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Exemularische Behandlung der axiomatischen Methode;
Ableitungen der Funktionen x&» e und x +=1ln 2,
dia Differentialgleichung y' = Xy
sin wesentlicher Teil der “eit wird aber vor allem fiir die ¥Wiederholung
des Lehrstoffes verwendst, also auch filr die Wisderholung der Exponentiald
und Legarithmusfunktion., Dis verbals Formulierung der Eigenschaften
xann dann - motiviert durch Bsispiels = zu den Funktionalgleichungen
fithren. Solche Gleichungen wurden schon bei der Einfiihrung des
Isomorphiebegriffas vervendet.
Beispigl: Gegeben sei aine Menge N(t) von Individuen. Ihre Anzahl
nimmt in gleichen Zeitintervallen um dan gleichan Prozent-
satz 2u (oder ab)
Wdhlt man die Intervalls {O,t] und.[%,t@h] und setz% 2inen konatantsn
Anfangswert N(O) vorsus, so ergibt aich

N(t) « N(t+h) i N(h)

N(O) N(h) N(0)
N(t) N(h) - Ngt+h2 gsetzt man REGA - E(t)
N(O) N(O) N(O) N(0)

Funktionalgleichung der

B(t+h) « B(t) B(h)
gxponential funktion

Beigpiel: Das Weber-Fechnersche psychophysische Grundgesetsz
Gegeben: Licht oder 3challquells ait objektiver Raelzstiirke RO.
RO ruft in unseren Sinnesorganen eine subjektive Empflindung
Eo hervor, die zur Reizstdrkes Ro nicht proportional ist.
Wird dis Reizstdrke erhdht, Ro'ﬁbﬂq » 30 hdngt die Zunahme
L der Empfindung nur vom Verhdltnis ‘21 der Reizstdrks
ab . . 2 )

Z = BZ. .?2- 3.1...
R, Ry R,

="

D &9 M @ o
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E, -~ B, = (R‘l} L (x)

Ey=-By = L = L(3)
2= 5 ("Rf') rk

1) E,-B, = (Ey=-Ej) + (Bj-E) = L(x) + L(y)
2) E2 - EO = L -52—) = L C—‘E-Eﬂ-) = L (x;y)
R, Ry R,

aus 1) und 2) folgt

L ( x.y) - L(x) + L (y)

Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion

mmﬂmmm -.--—-.———_- - s emp

Wenn am Aanfang dieses Vortrages die deduktive Methode eher negativ

beurteilt wurde, zumindest was ihre Verwendung im Schulunterricht

anlangt, 80 sollte das nicht bedeuten, dall die axiomatische Methode
fiir den Mathematikunterricht bedeutungslos oder gar schiédlich ist.

Die axiomatische Methode spielt im Gegenteil im genetischen Prozef

eine wichtige Rolle:

andererseits soll die Ordnung und Abstrahlerung des Problems weitere
Anwendungsbereiche erschlieflen.
Es erscheint sosar als eine Pflicht dea Lehrers, die Denkweise der
axiomatigchen Methode, die Piaget als die "hdchste Form der Intellipenz®
preist, dem Schiller nshezubringen. Dazu gibt es sicherlich nicht erst
in der 8. Klasse Gelegenheit.
Wichtig ist nur, daB man erst strukturieren soll, wenn es etwas zu
strukturieren gibt. Darum halte ich daa Xapitsl Logarithmusfunktion
fiir ein brauchbares Beispiel.
Das heifit: wir besitzen schon umfassende Kenntnisse iiber die durch
die Axiome beschriebenen Dinge, mehr auf Jeden Fall als durch die
Axiome ausgedriickt wird, Wir machen bei dsr Ableitung der Sdtze aus
den Axiomen keinerlei Gebramh von diesem Wissen und konzentrieren
ung ausgschliefBlich auf die Form dar-kxioma. in denen diese Begriffe
auftreten,
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DL . Uilbert hat einmal gesagt, man kdnne statt Funiten, Geraden und
Ebenen auch Tische, Stilhle und Bierseidel sagsn, weil es nicht auf die
inhaltliche Bedeutung, sondern nur auf die Relaticonen ankommb.
Bei der Auswahl des Axiomensystems stehen nicht theorstiasche Uberlsgungsn
im Vordergrund, sondern sher praktische oder didaktiache. Delam folgenden
Beispiel war der vorranglge Beweggrund, ¢s golle mdglichat leicht sein,
Begriffe der gegebenen Disziplin zu definieren und die JHtze herzulsiten.|
Betonen sollte man auch, dafRl bei diesem Weg dis Existenz siner k
Losung ohne Beweis vorausgesetzt werden muBj sins Vorgangswelse dis
aber typisch fir die axiomatische Methods ist:

Man aucht eine Funktion mlt gewlissen Bigensachaften.

Han folgert aus diesen - unter Annahme der Zxistenz - anders Bigen-

schalften. Diese konnen aber wieder wertvolles Hinwelas geben, wie

man die Existenz beweist,
Dieses Problem zollte men den Schillern nicht verschwelgsn, sondsrn
sogar eine Bewédisidee angeben:

Btwa in Form von geometrischen Uberlegungen bdeziigiich dea Pléchen-

inhalts unter der Hyperbel xwv %% ¢ dan schiebt zwar die Schwierig-

keit auf daas Gebiet der Integralrechnung ab., Diese Uberlegungen kﬁnntq

aber umgekehrt als Motlvation zur Behandlung wvon Iantegralen dienen.
Ich kann Jedoch nicht mit P, Klein oder van der Waerden lbersinstimmen,
dia diese Uberlegungen zur Einfiihrung der Logarithmusfunktion verwenden.
Es 1st nicht "anschaulich" fiir den Schiiler, dall die GrdBe des Fliéchen-
sticks unter der Hyperbel srhalten bleibt, wenn man es unter der
Hyperbel entleng verschiesbt und dabei nur in dem MaB ausdsehnt,in dem
die iHohe verringert wird.

Yorschliipe zur axiomatischen Kennzeichnunpg der Logarithmusfunktion

> s T ) s e s eers G0 e s s o D D D B i i

Bei Prof, Cigler liest man 2.B.:
Wir nehmen an, s gibe eine differenzierbars Funkticn auf ]O,oef
mit 5p(x.y) a yo(x) + jf(y) und fragesn nach den Eigenschaften. “
Bei diesem Vorschlasg wird also die Differenzisrbarkeit vorausgesetzt. .

!
§
Der Vorschlag,der hier ausfiihrlicher behandelt wird (er wurde von §
E. Baumgartner in der Zeitachrift DdM 1975 veriéffentlicht), setzt keine |
besonderen Kenntnisse auf dsm Gebiet der Differentialrechnung voraus:
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Wir suchen eine Funktion L: R™*R mit.folgenden Lijenschaften:

(Axiom 1) L{x.y) = L{(x) + L(y)
(Axiom 2) L(x) & x-1

Sine Motivation fiir das 2. Axiom ist durch die Vorkenntnisse der

Schiiler Uber die Logarithmusfunktion moglich:
Der Graph ist eine streng monoton steigende Rechtskurve, die
durch den Punkt (1/0) geht.

Daraus folgt: Der Graph liegt nie oberhalb der Tangente und die
Steigung der Tangente ist positiv,

s gibt also ein m& R mit

)& m (x-1)
Sonderfall: ma

Auf dieser Basis lassen sich folzende Sdtze beweisen:

SATZ (1): L(1) =0
SATZ (2): V¥ x,yeR': L -;—;) = L(x) - L(y)
Sonderfall: L (% a = L(y) (wegen (1) )

SATZ (3): Vx&R' und neQ gilt
. L(x") = n L(x)
SATZ (4): ¥ xeR*:
1 £
T-5 & Lix)

Folgerung: Vx,ye R*: Aus x< y folgt

' L X ==
L{y) - L(x) -»L%)?,_’,'T - .._:Z__y_i > 0

L(x) £ L(y)

SATZ (S): L wiichst auf R' streng monoton
L ist injektiv |

SATZ (6a): L (R*) ist nach oben unbeschrinkt

(6b): L (R+) ist nicht nach unten beschrankt

Beim Bewels verwendet man die archimedische Zigenschal
der reellen Zahlen:
Zu Jeder reellen Zahl X gibt es eine natirliche

Zahl N mit N :’17%35 (L(2) >L(1) = 0)

N.L(2)>K
LMy >k
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S\TZ (7): L ist stetig suf R
}f Zum Beweis_ schitzt man L(y) - L(x) = L(*) durch
_1525 £ L(y) - L(x) 4 X eb.
Aus (6ab) und (7) folgt
SA’LZ_.CB.]_L L: R*—» R ist surjektiv
1

° 8ATZ (9): L ist differenzierbar auf R mit L'(x) - =

[ S - .

Wieder verwendet man die Abschédtzung fiir

L(x+h) = L(x) = L (’Lf.’_;')

SATZ (10): Aus L(1) = O und dem Mittelwertsatz folgt:
Es gibt hochstens eine Ldsung fiir L

Man konnte den Beweis der Stetigkeit auch weglassen. Auch das Monotonie- |
verhalten kdnnte mit Hilfe des Mittelwertsatzes erkliért werden. Es sollte&
nur gezeigt werden, daf man bis zum SATZ (8) auch ohne Differential-
gleichung auskommt. Schon nach diesem Satz konnte die Definition und
Diskussion der Umkehrfunktion kommen.

Definition: Es gibt eine Funktion E: R -~ R" mit |
' LeE = EOj = id. i

E hat folgende Eigenachaften:
(a) E(0) = 1
(b) Fir alle x,y € R gilt E(x+y) = E(x) E(y)

Beweis L(E(x)+E(y)) = L(E(x)) + L(E(y)) = x+y

nun wendet man auf beide Seiten der Gleichung E an

(C) E(x-y) - TE%;%

(d) Fiir alle x¢ R und n&Q gilt:
E(n x) « E(x)®

Setzt man X = 1 und E(1) = e so ergibt sich
I E(n) =« E(1)"
E(n) = &°

”Wegen dieser Beziehung bietet sich die Funktion E zur Fortsetzung der
Definition der Potenzen der Zahl eauf R an.

e e e e —




Definition: ex - B(x)

(d.h. Jene positive reelle Zahy:fdr die gilt L(E(x)) = x)

Was JétZt noch fehlt,ware zu zeigen, dall die hier als E(1) eingefiihrte
positive reelle Zahl e mit der in der 6. Klasse eingefiihrten Eulerschen

Zahl e iubereinstimmt.

SATZ (11): e = ilm (1 + —)

N e

(e 8011 hier als E(1) aufgefaBt werden)
Beim Beweis zeigt man, daB

lim 1n (3 +°§)“‘ = x ist (ln &% x)
: o ;
1n :—Lgia ¥ . ln("+ ,)

x_lp(1 + n) - 1n 1

x
n
Setzt man 3':- = h,30 ergibt sich flir nwe : h— 9
. . in(1 + h) = 1n 1
lim 1n {1 + ﬁ) a x 1
1 oo ( o h‘}tl)‘ h L

a X 1n'(1) = X
=
g,

'
Die Uifferentialgleighung Yy = _k N

Durch diese Bifferentialgleichung werden neue ﬁnwendungsbareiche auf
dem Gebiet des exponentisllen Wachstums erschlossen.

Beigpiel (1): Gegeben sei eine GriBe x(t), die sich mit der Zeit
éndert. Die einfachste Annahme ist die des unabhingigen
Wachstums:

At

- »\.x‘ mit der Lb'suné X =x, -e

Man kann sber auch ein Wodall fiir den Pall angeben, deB die Individuen
alnander beeinflussen, ' ' : o

' Be 19p181 (2): Annahmez Die Individuen helfen éinander. Die Geburtenrate

pro Individuum ist proportional zurlﬁev5lkerungagrﬁﬂe x(t)

(es - wdchat auch die Zahl der Helfer)

2 ,
Ax mit x(t) = T—g-xf—__

Dieges Modell ist weniger intereasaqt, da gich nach einer endlichen




Jeit ein uneandlichcs Wachstua ergibt. Es kinnte hichstens zur Beechreibvn%
von Explosion oder Kettenresktionen verwendet werden. '
Boispiol (3): Annahme: Die Individuen behindern einander.

Die Ansahl der vorhandenen Existenzpliitze ist beschriinkt.

Die Xnderungsgeschwindigkeit ist proportional zur Z2ahl -
x und sur Ansahl n-x der noch vorhandenen Plitze:

-ﬂf- « ) x(ne-x)

-%; e Axn-AX

Losung:
X(t) - n e

= Int

a +(n-a)e
wobei x(0) = a

- Graph: Logistische oder autokatalytische Kurve von
Verhulst (1844)

- Die Ausbreitung eines Geriichtes
- Die Autokatalyse in der Chemie

« Der Ausbgu des Verkehrsnetzes
- Die "soziale Diffusion", d.h. Nachahmungsprozesse vie

neue Ideen, Mode, technische Neuerungen, neue Heilm1tret

Dieses Modell ermdglicht wieder eine groBe 2ahl von Anwendungsgebieten %

uswe ;
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Schlu:bemerkungen

Ich habe versucht einen Weg vorszufihren, der den Schiiler anregen
soll, sein "Bild von der mathematischen Wirklichkeit" zu erweitern.

Ich bin aber Realist genug,,um zu sagen, daB man sich auch vom
genetischen Prinzip keine Wunder erwarten dscf. Denn um Yrfolg

zu haben,braucht man auch sktive Schiiler,und es liegt nicht nur

am mangzelnden Geschick der Lehrer, wenn die Schiiler zur aktiven
Teilnahme am Unterricht nicht bereit sind.

Die meisten Schiiler wiinachen sich doch einen aktiven Lehrer, der
wigl erzdhlt, dem man gemiitlich zuh8ren kann, der von Jeder Aufgabe,

dies man ldsen 80l11,ein typisches Beispiel vorrechnet.

¥urz - um mit Preudenthal zu schlieBen - man darf nicht meinen, dai
die CGewissensbisse des Lehrers den Schiiler Jjucken,
Mein Zusatz ist: Wir Lehrer szollten aber zumindest als Juckpulver

fungieren,
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